Rappels de logique

Partie 1 : Logique des propositions

I. Propositions et valeurs de vérité

Définition Une proposition simple est une phrase déclarative qui est soit vraie, soit fausse mais pas les deux à la fois.

Exemple Ces phrases sont des propositions :
Ce tableau est noir.
Les triangles ont quatre sommets.
3 + 2 = 5
6 > 24
Demain, c’est mon anniversaire.

On peut noter qu’une proposition peut-être vraie ou fausse selon le contexte (comme dans le dernier exemple).

Remarque Les exclamations et questions ne sont pas des propositions.

Exemple Ces phrases ne sont pas des propositions :
Longue vie au roi !
Irez-vous au prochain cours ?
Ne dites pas cela !

On caractérise une proposition par sa valeur de vérité.

Remarque On utilise traditionnellement les lettres minuscules de l’alphabet pour symboliser des propositions spécifiques. Il est dans ce cas préférable de choisir des lettres ayant un rapport direct avec les propositions qu’elles représentent.

Exemple p : Paris est en France.
d : Les dinosaures n’existent plus.

II. Connecteurs logiques et valeurs de vérité

Des propositions simples peuvent être combinées pour former des propositions plus compliquées. On utilise pour cela les connecteurs logiques. La valeur de vérité de toute proposition composée est complètement déterminée par : 

· Les valeurs de vérité de chacune des propositions simples

· les connecteurs utilisés pour les relier

1. La négation

Soit p le symbole représentant une proposition. La négation de p est symbolisée par eq \x \to(p) (ou encore (p). La table de vérité donnant les relations entre les valeurs de vérité de p et eq \x \to(p) est donnée ci-dessous.

p
eq \x \to(p)

0
1

1
0

2. La conjonction

Deux ou plusieurs propositions peuvent être combinées en utilisant le mot « ET ». La proposition qui en résulte est appelée la conjonction des propositions simples. Soient p et q deux propositions simples. On symbolise par « p ( q » la conjonction de p et q.

Exemple s : le soleil brille
v : le vent souffle
s ( v : le soleil brille et le vent souffle

La table de vérité de la conjonction p ( q en fonction des valeurs de p et de q est donnée ci-dessous.

p
q
p ( q

0
0
0

0
1
0

1
0
0

1
1
1

La conjonction de deux propositions est donc vraie si et seulement si chacune des propositions est vraie.

3. La disjonction

Le mot « OU » peut être utilisé pour relier deux propositions simples. La proposition formée est appelée la disjonction des deux propositions simples. En logique, on distingue deux types de disjonction : la forme inclusive et la forme exclusive.

Exemple Forme exclusive
Il fête ses 41 ou 42 ans
le « ou » exclusif signifie que les propositions qu’il relie ne peuvent être vérifiées à la fois.

Forme inclusive
Les candidats à ce poste doivent avoir plus de 25 ans ou justifier d’au moins 5 ans d’expérience.
le « ou » inclusif offre la possibilité aux propositions qu’il relie d’être vérifiées en même temps.

Notation  p ( q symbolise la disjonction inclusive et p ( q symbolise la disjonction exclusive.

Soient p et q deux propositions, les tables de vérité des disjonctions sont les suivantes :

p
q
p ( q

0
0
0

0
1
1

1
0
1

1
1
1




p
q
p ( q

0
0
0

0
1
1

1
0
1

1
1
0

III. Les propositions conditionnelles

1. L’implication

Le connecteur conditionnel encore appelé implication est symbolisé par ( ou (. Cette notation est équivalente, d’un point de vue linguistique, à utiliser : « si ... alors ... ».

Exemple p : je petit-déjeune
s : je ne soupe pas
p ( s : si je petit-déjeune alors je ne soupe pas.

La table de vérité de l’implication est la suivante :

p
q
p ( q

0
0
1

0
1
1

1
0
0

1
1
1

Pour retrouver ce résultat on peut par exemple avoir en tête qu’une proposition est vraie sauf si on peut prouver qu’elle est fausse. Ici, une proposition vraie ne peut impliquer une proposition fausse la troisième ligne du tableau comporte bien un « faux » dans la troisième colonne..

Remarque Si p ( q, on peut noter qu’il suffit que p soit vraie pour que q soit vraie, on dit que p est une condition suffisante pour q. De même, on peut que remarquer que q est une condition nécessaire pour p étant donné que p ne peut être vraie si q ne l’est pas.

Remarque On peut aussi remarquer que pour que p ( q soit valide il suffit que q soit vrai (dans ce cas la valeur de p ne peut altérer la validité de l’implication), ou encore il suffit que p soit fausse (dans ce cas, c’est la valeur de q qui ne peut altérer la validité de l’implication).

2. L’équivalence

Le connecteur équivalent symbolisé par ( ou ( est lu « si et seulement si ».

Exemple  i : je met mon imperméable
p : il pleut
i ( p : je met mon imperméable si et seulement si il pleut.

La table de vérité de p ( q est la suivante :

p
q
p ( q

0
0
1

0
1
0

1
0
0

1
1
1

IV. Tautologies et contradictions

Une tautologie est une proposition composée qui est vraie tout le temps, quelles que soient les valeurs de vérité de ses composantes simples.

Une contradiction est une proposition composée qui est fausse tout le temps quelles que soient les valeurs de vérité de ses composantes simples.

V. Equivalence logique et Implication logique

1. Equivalence

Deux propositions sont logiquement équivalentes si elles ont le même ensemble de valeurs de vérités.

Exemple eq \x \to(p)(eq \x \to(q) est logiquement équivalent à eq \x \to(p(q)
On note ceci : eq \x \to(p)(eq \x \to(q) ( eq \x \to(p(q)
Soient deux propositions P et Q, si P ( Q alors P ( Q est une tautologie.

Si on reprend l’exemple précédent avec P : eq \x \to(p)(eq \x \to(q) et Q : eq \x \to(p ( q) on a :

p
q
eq \x \to(p)
eq \x \to(q)
eq \x \to(p)(eq \x \to(q)
p ( q
eq \x \to(p ( q)
(eq \x \to(p)(eq \x \to(q) )((eq \x \to(p ( q))

0
0
1
1
1
0
1
1

0
1
1
0
1
0
1
1

1
0
0
1
1
0
1
1

1
1
0
0
0
1
0
1

On vérifie donc P ( Q puisque eq \x \to(p)(eq \x \to(q) et eq \x \to(p ( q) ont le même ensemble de valeurs de vérité (que l’on pourrait noter {(0,0) ; (0,1) ; (1,0)} ). On peut aussi vérifier que P ( Q est une tautologie cette proposition est toujours vraie (dernière colonne du tableau précédent).

2. Implication logique

Une proposition P implique logiquement une proposition Q si l’ensemble des valeurs de vérités de P est inclus dans celui de Q. On note ceci P eq |__ Q.

Si P eq |__ Q alors P ( Q est une tautologie.

Exemple P :
p ( q
Q :
p ( q
on a P eq |__ Q et P ( Q est une tautologie.
(La preuve est similaire à la précédente)

VI. Arguments

Définition Un argument consiste en un ensemble de propositions appelées prémisses et une proposition appelée conclusion.

Définition Un argument est valide si la conjonction des prémisses implique logiquement la conclusion. Il est non valide sinon.

Soient P1, P2, … , Pn les prémisses, Q la conclusion.

L’argument est valide si P1 ( P2 ( … Pn eq |__ Q c’est à dire si (P1 ( P2 ( … Pn) ( Q est une tautologie.

Exemple On va tester la validité de l’argument suivant :
« Si tu as insulté Pierre alors je ne te parlerai plus jamais. Tu as insulté Pierre. Donc je te ne parlerai plus jamais »
On traduit ces phrases avec les propositions simples suivantes :
i : tu as insulté Pierre
p : je ne te parlerai plus jamais
Le texte précédent se traduit donc en logique des propositions par :
(i ( p) et i pour les prémisses et q pour la conclusion.
((i ( p) ( i) ( p étant une tautologie, l’argument est valide.

Partie 2 : Logique des Prédicats

VII. Définitions

Considérons l’argument suivant : « On peut se fier à toute personne qui a des yeux bleus. Jean a les yeux verts. Donc on ne peut pas se fier à Jean ».

Les notations que l’on a utilisées jusqu’à présent ne permettent de représenter une même propriété appliquée à des objets différents que par deux propositions différentes.

Exemple Par exemple, on ne peut exprimer les propositions suivantes :
- Pierre a les yeux verts
- Jean a les yeux verts
qu’avec deux propositions différentes.

Définition Un prédicat va décrire une propriété qui peut s’appliquer à un ou plusieurs objets ou individus.

Exemple … est rouge
… a de longues dents

Notation  Les prédicats seront symbolisés par des majuscules, les objets auxquels ils s’appliquent par des lettres minuscules.

Exemple Les objets :
- f :
cette fleur
- l :
ce lapin
Les prédicats :
- R :
est rouge
- L :
a de longues dents

On peut alors formuler des propositions simples comme dans l’exemple suivant :

Exemple - R(f) :
cette fleur est rouge
- L(l) :
ce lapin a de longues dents
- R(l) :
ce lapin est rouge

Plus généralement, soit R(x) représentant la proposition « x est rouge ». R(x) n’est pas une proposition puisqu’on ne peut pas affecter la valeur de vérité vrai ou faux à R(x). R(x) ne devient une proposition que lorsque x est remplacé par un objet ou un individu.

La lettre x est appelée variable et sert à indiquer l’emplacement où sera substituée la variable par un nom d’objet ou d’individu afin d’obtenir une proposition à laquelle on pourra attribuer une valeur de vérité.

Définition R(x) est appelée fonction propositionnelle.

On peut utiliser les connecteurs logiques sur une fonction propositionnelle la négation par exemple se note eq \x \to(R(x)) ou encore (R(x).

Substituer une valeur particulière à x dans une fonction propositionnelle n’est pas le seul moyen de convertir une fonction propositionnelle R(x) en une proposition. On peut aussi réaliser cela à l’aide de quantificateurs.

1. Le quantificateur universel : (
Considérons la proposition suivante : « tous les rats sont gris »

On peut paraphraser cette proposition par la suivante : « Pour tout x, si x est un rat alors x est gris »

Ceci nous donne un moyen de symboliser la proposition en utilisant les symboles des prédicats. Supposons que l’on ait défini :

· R(x) : x est un rat

· G(x) : x est gris

On note « Pour tout x » par (x et on peut écrire « tous les rats sont gris » de la manière suivante : ((x)(R(x)(G(x))

Le symbole ( est appelé quantificateur universel.

2. Quantificateurs existentiel : (
Considérons la proposition : « certains rats sont gris ».

Cela signifie qu’il y a au moins un rat qui est gris. On peut paraphraser cette proposition en écrivant : « Il existe au moins un x tel que x est un rat et x est gris »

Ainsi, en réutilisant les définitions R(x) et G(x) du paragraphe précédent on peut écrire « certains rats sont gris » par ((x)(R(x)(G(x)).

Le symbole ( est appelé quantificateur existentiel.

On peut utiliser les opérateurs : (, (, ( et ( entre les fonctions propositionnelles même si ce ne sont pas des propositions.

Soient P(x) : x est une personne, T(x) : x triche, F(x) : x parle fort.

L’expression ((x)(P(x)((T(x)(F(x))) siginifie “toutes les personnes triche et parle fort”.

De même l’expression ((x)(P(x)(T(x)((F(x)) signifie “il existe une personne qui triche et ne parle pas fort.

VIII. Univers du discours

Il est important de savoir dans quel contexte on se place avant d’énoncer des propositions.

Exemple Considérons :
- S(x) :
x est supérieur à 5
- P(x) :
x est pair
- N(x) :
x est négatif
Considérons les univers de discours :
1 Les entiers
2 Les nombres réels
3 Les entiers négatifs
On cherche à déterminer les valeurs de vérité de chacune des propositions suivantes dans chacun des univers du discours :
(a) ((x)(S(x))
(b) ((x)(N(x))
(c) ((x)(P(x))
(d) ((x)(eq \x \to(N(x)))


1
2
3

(a)
1
1
0

(b)
0
0
1

(c)
0
0
0

(d)
1
1
0

IX. Prédicats à plusieurs variables

Un prédicat comme : « …est plus lourd que… » nécessite l’intervention de deux objets.

Notation  Un prédicat à deux variables se note R(x,y). Un prédicat à n variables se note R(x1,x2,…,xn).

Remarque Chaque variable évolue dans un univers du discours qui lui est propre. 

Remarque Chaque variable doit être instanciée ou quantifiée pour que la fonction propositionnelle devienne une proposition. En effet : ((x)(L(x,y)) est une fonction propositionnelle et non une proposition.

Exemple Soit : P(x,y) : x+y = 7 avec comme univers du discours de chaque variable les nombres réels. On peut écrire toutes les propositions suivantes :

1. (x(y(P(x,y))

2. (y(x(P(x,y))

3. (y(x(P(x,y))

4. (x(y(P(x,y))

5. (x(y(P(x,y))

6. (y(x(P(x,y))

7. (y(x(P(x,y))

8. (x(y(P(x,y))

Remarque L’ordre des quantificateurs est capital, sur cet exemple on peut remarquer que 1 est vraie alors que 2 est fausse.

X. Négation des fonctions propositionnelles quantifiées

Soit la fonction propositionnelle : (x(F(x)) qui signifie très exactement « pour tout x de l’univers du discours, x à la propriété définie par F ».

La négation de cette fonction propositionnelle est eq \x \to(((x(F(x)))) ce qui signifie « il est faux que pour tout x de l’univers de discours, x a la propriété définie par F » autrement dit : « il existe au moins un x tel que x appartient à l’univers de discours et x n’a pas la propriété définie par F » soit : (x(eq \x \to(F(x))).

Donc : eq \x \to(((x(F(x)))) ( (x(eq \x \to(F(x))).

De même on a : eq \x \to(((x(F(x)))) ( (x(eq \x \to(F(x))).

Structures de données
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